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Verformung von Tidewellen im Flachwasserbereich
Von Hans-Werner Partenscky und Claude Marche
Summary
Several mathematical models hove been lately presented zehicb describe tbe tidal wave
piopagation within an estuary. The existing models derived from tbe method for damped
co-oscillating tides are basfd on sin*soidal wave profiles.
Meangbile, a tidal wave 813£cb moves *pstream, generally exbibits a progressive
deformation lebkb tends to anbalance the lengtb of time betzoeen Bood and ebb tides. Tbe
actual proBle is therefore no longer sin*soidal.
Our investigation uses the potential method, and takes into account tbe wave amplitude
wbicb is usually neglected compmed witb the water depth.
Finally, the velocity potential is obtained explicitely, *sing a dotible iterative method.
Tidat elevation, particle velocities and trajectories *re given by tbe same compater pro-
grammed algorithm.
0:,1 study shows tbat 1) the phenomenon can be cle*rly visualized on tbe theoretical
cwrves and 2) the magnit*ie of this detormation Es inversely proportiond to tbe water
depth, becoming signi#cant wben the ratio *b reaches tbe criticd val#e of 1110.
Damping and geometrical efiects are  lso considered and tbe theory was applied to
tbe St. Lawrence Estuai·y. A partial positive re#ection of tbe incoming tidd wave is
assumed at tbe narrow section near Qwebec, wbereas a complete negative refiection is
assumed at tbe entrance to Lake St. Peter. The calc#lated and observed wwve profiles,
velocity distributions, and phase sbifls are in good agreement.
L Einleitung
In dea vergangenen Jahren wurde eine Reihe von ein- und zweidimensionalen mathe-
matischen Modellen fur die Beschreibung der Tidebewegung in Astuarien entwickelt. Die
von A. T. IPPEN und D. R. F. HARLEMAN entwickelten eindimensionaten mathernatischen
Modelle fur das Delaware-Astuar und die Bay of Fundy (1) sowie auch das vom Verfas-
ser entwickette Modell fur den St.-Lorenz-Strom (2,3), basieren auf der Methode der ge-
d mpfien kooszillierenden Tidebewegung, wobei ein sinusffirmiges Wellenprofil voraus-
gesetzt ist.
Beim Einlaufen einer Tidewelle in ein Tideistuar verformt sich jedoch die Tidewelle
stetig, so dail das wirkliche Wellenprofil, insbesondere bei Erreichen flacherer Astuar-
bereiche, nicht mehr sinusfdrmig ist. In der folgenden Ableitung wird der Versuch unter-
nommen, diese Verformung des Wellenprofiles mathematisch zu erfassen, wobei insbeson-
dere der Einfluli der Wassertiefe berucksichtigt wird.
II. Verformung einer Tidewelle in einem Rechteckkanal
geringerTiefe
1.Urspriinglicheinlaufende Tidewelle
Das Geschwindigkeitspotential einer harmonischen Welle kleiner Amplitude, die sich
iii der positiven x-Riditung fortbewegt, ergibt sich als Ldsung der allgemeinen Laplace-
schen Differentialgleichung
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9 01 = 0
wobei der Index 1 fur die urspriingliche Welle verwendet ist,
Die fiir die Theorie von Oberfilchenwellen kleiner Amplituden (Theorie 1. Ordnung
von B. AIRY) giiltigen Bedingungen werden als erfullt vorausgesetzt. Im Gegensatz zu
AIRYS Annahmen wird die freie OberfiRche jedoch nicht bei z-o angesetzt, sondern als
veriinderlidie Gr8Be z = Nl in der nachfolgenden Ableitung behandelt.
Wellenfortschriltsrichlung
--&1-"
1 -„·" ,/--0\J -f;I - 2. Mittierer Wasserspieget
-Z / t l.. i-+
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Die Grenzbedingungen fur die L6sung der Laplaceschen Gleichung ergeben sich dann
wie folgt:
301 1 r 301
2
301 21
-at + i L<ex) + (ay) 14- g nl = 0
Fur 7. = 171:
an 30 Dn 30
-   1 + ·exl-a·zl= O
Far z =- h:
30
TE·1 = O
Bei Vernachlissigung der Glieder hi herer Ordnung kbnnen die Grenzbedingungen in
vereinfachter Form geschrieben werden:
Far z =
3$
- TE1 + 9 111 = 0
anl 801
-
K-
I
TE-
= 0
30
Fiirz=-h: 321= - 0
Die Grenzbedingungen nach (2) unterscheiden sich von den in der Ariyschen Theorie
ablichen Grenzbedingungen durch einen zusb:tzlichen Grad der Anndlierung. Dies ldEt den
SchluB zu, daE die gesuchte L6sung fiir das Geschwindigkeitspotential in erster Annihe-
rung in der folgenden Form geschrieben werden kann:
0 = ASI
cosh Gl (h + z) Al  
1 0 cosh Gl h
cos (Gl x - at) = -3- cos (Gl x - at) (3)
Die L6sung nach Gleichung (3) erfiillt die Grenzbedingungen (2), wenn
42 = g Gl tanh Gl (h + ni) (4)
ist. In den vorstehenden Gleichungen ist a die Amplitude der Tidewelle und 71 die
momentane Auslenkung des Wasserspiegels von der Ruhelage (z = o).
(i)
nl:
(2)
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Dabei gilt:
3*
nl =
1 ' atl und Gl = 2 = veranderliche Wellenzahl
1
Gleichung (4) gibt die Beziehung zwische der Kreisfrequenz a und Gi an, wobei m eine
mit Zeit und Ort verinderlicie Gr e ist.
Die dritte Gleicliung, die fur die L8sung des Gleichungssystems (3) und (4) not:wendig
ist, ergibt sich aus der durch Naturbeobaditungen vollauf bestitigten Annahme, daB
a = 2 /T = konstant ist.
Damit wird Gleichung (4) eine implizite Funktion von Gl und die numerische L6sung
des Gleichungssystems (3) und (4) wird mit Hilfe eines Computer-Programms m6glich.
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I0 Verformung einer Tidewelle
in einem Rechreckkanal
Die Verformung der Tidewelle ist klar ersichtlich, wenn das Wellenprofil, das sich
durch die numerische Ldsung des vorgegebenen Gleichungssystems ergibt, mit der Sinus-
form des ursprlinglichen Wellenprofiles verglichen wird.
Abbildung 2 zeigt die Art der Wellenverformung, der eine Tidewelle von 5 FuB
(= 1,53 Iii) Amplitude unterworfen ist bei Fortschreiten in einem Kanal mit einer mitt-
leren Wassertiefe von 15 Fuli ( = 4,46 m).
Dabei wird besonders sichibar, daB der Anteil der Tideperiode fur die Ebbephase 6/10
der gesamten Tideperiode gegenuber 4/io fur die Flutphase bert*gt.
Die numerische Auswertung dhnlicher Beispiele mit verschiedenen Wassertiefen ergab,
daB eine wesentliche Verformung des Tidewellenprolils erst bei Verhaltniswerten von
Tideamplitude zu Wassertiefe von
9/h > 0,10
auftritt.
2. Ref lektierteWellen
Die Anwendung der analogen Ansitze auf das Geschwindigkeitspotential einer am
Quersclinitt x=B reflektierten Tidewelle im gleiche Rechteckkanal ergibt die folgende
Gleichung:
85
6,0 1
6
(500 Uh
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0
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a-
Cosh G2 (h +2)
0 - =.-i . cos (G2 x - at + 6)2 0 cosh G2 h
Ag2
=- cos (G2 x - at +6)a
(5)
wobei Index 2 fur die diarakteristischen Werce der reflektierten Welle benutzt wird.
Darin bedeuten:
27T
G2 =  
und 02 = 9 G2 ' tanh G2 (h + n 2)
und auBerdem Air den Phasenwinkel zwischen der einlaufenden und refiektierten Welle:
3. Oberlagerung der einlaufenden und reflektierten Welle
Das Geachwindigkeitspotential der resultierenden Welle ist durch die algebraische
Summe der in Gleichung (3) und (5) gegebenen Geschwindigkeitspotentiale gegeben:
0 = 01 + Kr 02
wobei Kr der Reflektionskoeffizient far die einlaufende Welle an der Stelle x
(6)
= B ist.
4. Beracksiclitigung von GeometrieundDimpfung
des TideEstuars
Die Verallgemeinerung dieser Theorie im Hinblick auf eine praktische Anwendung
erfordert die zuistzliche Berucksichrigung der Geometrie des Astuars sowie der durch Rei-
bung und Ungleichfilrmigkeiten des Querschnittes verursachten Ddmpfung der Tidewelle.
Bei Berlidcsichtigung des GREENschen Gesetzes fur die reflektionslose Weiterleitung
der Tideenergie bei sich der Breite und Tiefe nach in Fortschrittsrichtung der Welle ver-
inderndem Querschnitt ergibt sich fur den allgemeinsten Fall die folgende Gleichung:
11
b Y h R
11=a (-8) (_8)  Ale-'1 (x-B) sin (Glx-cit)-KrAZell (x-B) sin(G2x-ct+6) bx hx
(7)
mit der zusitzlichen Bedingung, daB
02 = g Gl tanh Gl (h + 111) = g G2 tanh GZ (h + 112) (8)
wobei h = mittlere Wassertiefe des jeweiligen Querschnittes
6 - Oberfldchenbreite des Querschnittes
p = Dimpfungskoeffizient infolge Reibung und Ungleidifiirmigkeit des
Querschnittes
B = Lage des Reflektionsquerschnittes in bezug auf den Koordinaten-Ursprung
At und Ae = Faktoren gemii£ Gleichung (3) und (5) sind.
Gleichung (7) ist die allgemeinste Form fur das Wellenprofil fur ein beliebiges
Astuar, wobei vorausgesetzt wird, daB das GREENsche Gesetz ei·fullt ist.
6 = 2n 2G B.2
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5.Geschwindigkeitskomponentender Wasserteilchen
Nach der Definition des Geschwindigkeitspotentials ergeben sich die Horizontal- und
Vertikalkomponenten der Geschwindigkeit eines Flussigkeitselementes infolge der Wellen-
bewegung in einem Rechreckgerinne durch die partiellen Ableitungen des Geschwindig-
keitspotentials nach den entsprechenden Richtungen:
301 ag Gl cosh Gl (h + z)
u = -  =a cosh Gl h sin(Gl
x - ct) (9)
30 ag Gl sinh Gl (h + z)1
und v=-  
--
--8-- cos(Gl X
- Ct) (10)
cosh G h1
Dabei wird der Wert von Gi aus der impliziten Gleichung (4) auf numerischem Wege
bestimmt. In Abbildung 3 wurde die zeitliche Anderung der Horizontalkomponente u fur
eine vorgegebene Tidewelle iiber eine Wellenperiode dargestellt. Bemerkenswert sind da-
200 \
0
\ r
34 56 789
Tideph=en T/10
Abb. 3. Variation der
io horizontalen Geschwindigkeits-
komponente iiber eine Periode
bei die unterschiedlichen Extremwerte der Geschwindigkeit fur den Ebbe- und Flutstrom.
Wie die Darstellung zeigt, liegen die H8chstwerte der horizontalen Geschwindigkeit beim
Ebbestrom uber denen des Flutstromes.
Aus der Kontinuititsbedingung flir inkompressible Fliissigkeiten folgt, daB die Flut-
und Ebbestronidauer unterschiedlich sein muB. Dieses Ergebnis deckt sich mit dem mathe-
matischen Ergebnis (vgl. Beispiel in Abbildung 2) sowie auch mit den Beobachtungen in
der Natur.
6. Bahnlinien der Wasserreilchen
Ein weiteres Ergebnis der vorstehenden Ableitungen bezieht sich auf die Orbital-
bewegungen der Flussigkeitselemente. Letztere lassen sich aus nachstehender Differential-
gleichung bestimmen:
600
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dx dz
ir--v-=dt (11)
Bei der Integration des vorstehenden Gleichungssystems wird die Bewegung des Ein-
zelteilchens nur als Funktion der Zeit aufgefaBt. Die Integration des Gleichungssystems
(11) erfolgt auf numerischem Wege und ergibt die folgenden Ausdrucke:
T
r F m
xtn = I U (Xn-1, tn-1) dt + Xo
n-1 J
In - 1);f
T
An i
n
Z=I W(xn-1' tn-1)dt + zot
n
n=1
(n - 1) 
Darin bedeuten:
X t
bzw. z
t
die momentanen Horizontal- bzw. Vertikalverschiebungen des
n n Wasserreilchens aus seiner Ruhelage nach Ablauf des Zeitinter-
vallS t n,
und T/m den Zeitsdiritr der numerischen Integration (als Bruchreil der Wel-
lenperiode T).
Abbildung 4 zeigt die sich aus diesen Ansi:rzen ergebende Bahnlinie eines Wasser
teilchens fur eine Tidewelle im Flachwasserbereich. Die nach AIRYS Theorie ubliche ellip-
senfdrmige Bahn ist in Richtung der Lotrechten nach unten verformt.
.Z
Teitchenbohnlinie
unter einer Fiachwasserwelle
(Theorie von AIRY)
leitchenbahnlinie
unter einer extremen
Flachwosserwelle
//////////z=-h
 - X
I   2 vertikale Achse
/2-- hor,zontale Achse
-111111'1111/111
-Z
Abb. 4
Diese Deformation der Balinlinien kann leicht mit Hilfe der Kontinuitatsbedingung
erklart werden, wenn man die unterschiedlichen Geschwindigkeirswerte fur den Ebbe- und
Flutstrom in Betracht zieht (vgl. Abbildung 3).
Die fur verschiedene Wassertiefen berechneten Bahnlinien zeigen, daB auch bei der
„quasi-elliptischen" Orbitalbewegung der Wasserteilchen im Flachwasserbereich die hori-
(12)
(13)
\ /
.*
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zontale Achse der verformten Ellipse fur jede Wasserriefe konstant bleibt, wihrend der
Wert der „vertikalen Achse" mit der Tiefe abnimmt (Abbildung 4).
III. Anwendung des mathematischen Modells auf das Astuar
des St.-Lorenz-Stromes
1. Grundwertedes Astuars
Das Astuar des St.-Lorenz-Stromes umfa£t zwei Bereiche mit verschiedenen geome-
trischen Grundwerten. Der erste Teil umfalt das Astuar selbst zwischen seiner Ozean-
mundung und der Engstelle bei Quebec City. Dieser Bereich ist gekennzeichnet durch
relativ groBe Wassertiefe und trichterf6rmig sich nach oberstrom verengende GrundriB-
form.
Abb. 5
Der zweite Teil ist durch ema konstante Oberflichenbreite und selir viel geringere
Wassertiefe gekennzeichnet. Er wird nach oberstrom hin durch die Erweiterung des Flusses
begrenzt, die unter dem Namen Lake St. Peter bekannt ist (Abbildung 5).
Diese beiden unterschiedlichen Bereiche des Astuars rechtferrigen die Annahme, daB
die einlaufende Tidewelle zuniichst an der Engstelle bei Quebec (Querschnitt Rl) teilweise
positiv reflektiert wird, wihrend der Rest der Tideenergie an der plutzlichen Erweiterung
89
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Abb. 5 Astuar des St. Lorenz-Stromes
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des Stromes am Lake St. Peter (Querschnitt R 2) einer vollstindigen negativen ReBektion
unterworfen ist·.
2. Ergebnisse der Berechnung
Die Anwendung des im Vorstehenden entwicketten mathematischen Modells erlaubt
die Vorliersage der Tidebewegung fur einen beliebigen Querschnitt des Astuars, das heiBt,
die Ermittlung der Tidekurveng-f (t). Dariiber liinaus ist es m8glich, fur einen gegebenen
Abb. 6.
Vergleich der fur die
Tidestation bei Neuville
berechneten und gemessenen
Tidekurve
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Zeitpunkt r die Tidewellenlinien v - f (x) zu bestimmen. In Abbildung 6 wurde eine fur
die Station Neuville mit Hilfe des mathematischen Modells berechnete Tidekurve der fur
mittlere TideverhD:ltnisse an gleidier Stelle gemessenen Tidekurve gegenubergestellt.
Die gemessenen und beredineten Tidekurven zeigen deutlich die Abweichung vom
reinen Sinusprofl. Fur die tieferen Bereiche des Astuars konnte eine derartige Verformung
der Tidekurven dagegen niclit nacligewiesen werden.
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In Abbildung 7 wurde die Variation der horizontaten Geschwindigkeitskomponente
u = f (t) Air drei verschiedene Tidestationen (Neuville, Grondines und Batiscan) des obe-
ren Astuars dargestellt. Dabei zeigte sich ein von der maximalen Geschwindigkeit abhAn-
giger Unterschied zwischen den Extremwerten fur Ebbe- und Flutstrom.
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Abb. 8. Bahnlinien der Flussigkeitselemente bei Grondines und Batiscan
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Abb. 9. Berechnete und gemessene Tidewellenlinie zwischen St. Frangois und St. Peter See
(6. 5. 1963, 5.00 Uhr)
Abbildung 8 zeigt die Bahnlinie eines Wasserteilchens in einer H5he von 7 FuB Bber
der Sohle fiir den Querschnirt von Grondines. Zum Vergleich wurde die Bahnlinie eines
weiteren nach oberstrom im Querschnitt von Batiscan befindlichen Teilchens dargestellt.
Dabei zeigt sich deutlich der Einflul der Wellendimpfung im weiter nach oberstrom ge-
legenen Querschnirt.
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Abbildung 9 zeigt die mit Hilfe des mathematischen Ansarzes errechnete Tidewellen-
linie im Vergleich zu der aus den verschiedenen Pegelaufzeichnungen ermittelten tatsidi-
lichen Tidewellenlinien.
Der Verlauf der Tidewellen fur die im flachen Bereid des oberwasserseitigen Astuar-
bereiches gelegenen Pegelstation zeigt deutlich die erwarrete Verformung des Wellen-
profits.
Vergleichende Berechnungen fur den wesentlich tieferen Bereich des Astuars zeigten
einen nahezu sinusftlrmigen Verlauf der Tidewellen sowohl fur die berechnete Tidekurve
ala auch Rir die an den verschiedenen Pegeln gemessenen Kurven.
IV. Zusammenf assungderErgebnisse
Das im Vorstehenden entwickette Modell zeigte damit eine gute Obereinstimmung
mit dem aus Naturmessungen bekannten Verlauf der Tidewelle am Beispiel des St.-
Lorenz-Stromes. Gegentiber den bisher verwendeten mathematischen Modellen gleicher
Art gibt das neu entwickelte Modell die Mllglichkeit, insbesondere in fladien Bereichen
eines Astuars die Verformung der Tidewdie vorauszuberechnen.
Nicht bet·ucksichtigr wurde dabei der EinfluB des Oberwassers im Tideistuar, durch
den eine zusdtzlidie Verformung des Tidewellenprofils im Prinzip zu erwarten ist. Bei
dem gewihiten ]3eispiel des St.-Lorenz-Stromes ist jedoch dieser EinfluB nahezu unbe-
deutend, wihrend er bei deutschen Tideflussen einen nicit unwesentlichen EinfluB auf die
Verformung des Tidewellenprofils haben wird. Eine Erweiterung des hier dargelegren
mathematischen Modells unter EinschlieBung des Oberwassereinflusses ist deshalb vor-
gesehen.
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